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Quantenmechanische Verteilungsfunktion fiir ein Elektronengas

G. Scamrtz und D. KreEmp

Institut fiir Theoretische Physik der Universitdat Rostock (DDR)

(Z. Naturforsch. 23 a, 1392—1395 [1968] ; eingegangen am 30. Mai 1968)

The reduced distribution functions for an electron-gas are calculated from the Bogoljubow
hierarchy by a perturbation expansion of the density operators with respect to two parameters. The
limiting cases n A3 <1 and n A3 > 1 are discussed. In the case n A3 > 1 the polarization function

for small values of the temperature T == 0 is given.

In einer fritheren Arbeit! wurden auf der Grund-
lage der Gleichgewichtshierarchie fiir die reduzierten
Dichteoperatoren die thermodynamischen Funktio-
nen eines Elektronengases im Grenzfall ni® <1
untersucht.

In dieser Arbeit sollen die quantenmechanischen
Verteilungsfunktionen fiir geladene Teilchen im
thermischen Gleichgewicht ohne Einschriankung be-
ziiglich n 43 aus der Hierarchie bestimmt werden.
Die quantenmechanische Verteilungsfunktion wurde
schon friher von Fusira und Hirora 2 mit der Me-
thode der Greenschen Funktionen berechnet. Im wei-
teren sollen aus der allgemeinen Verteilungsfunk-
tion die bekannten Grenzfille n 3 <1 bzw. n23>1
diskutiert werden. Der Grenzfall nA3<<1 ist da-
durch ausgezeichnet, dafl die erforderliche Abschir-
mung der Coulomb-Wechselwirkung eine Debye-Ab-
schirmung ist. Aus diesem Grund ist dieser Fall
einfacher zu behandeln und fithrte zur Ausarbeitung
spezieller Methoden 375, In dem zu behandelnden
allgemeinen Fall ist aber bekanntlich eine solche

klassische Abschirmung nicht méglich.

Der Zustand des Vielteilchensystems ist durch die
reduzierten Dichteoperatoren

Fs=L% Sp (on) (L3 Volumen)
s...N

bestimmt. oy ist die auf 1 normierte Wahrschein-

lichkeitsdichte. Die F sind im thermischen Gleich-
gewicht bestimmt durch das System ! *

[Hs’Fs] +n SP [Vs,s+19Fs+1] =0,
s+1

1

Vi—0: Fg—FJ= S > n(ky)...n(ks) Es*,
3 .

n(k) = [e=PHRRm=u 4 1771, (1)

Kreme u. G. Scumrrz, Z. Naturforsch. 22 a, 1366 [1967].
Fuyira u. R. Hirora, Phys. Rev. 118, (6) 1960 [1968].
J. Horrmany u. W. EseLing, Beitr. Plasmaphys. 8.43.

1 D.
g8,
3 H.
4 D. Kremp u. W. D. Kraerr, Z. Phys. 208, 475 [1968].

Zur Losung dieses Systems soll im folgenden eine
systematische Methode speziell fiir Systeme mit Cou-
lomb-Wechselwirkung dargelegt werden.

1. Berechnung der Verteilungsfunktion

Die Hierarchie von Gleichungen soll durch eine
Storungsrechnung nach der Wechselwirkung entkop-
pelt werden. Dazu setzen wir Hy=H"+ V' und er-
halten die Gleichung

[Hs,Fs]+[Vs’Fs]+n SP [Vs,s+1Fs+1]:0' (2)
s+1

Im folgenden betrachten wir die Terme proportio-
nal V als Stérungsterme. Auf Grund des weitrei-
chenden Charakters der Coulomb-Krifte ist eine
einfache Entwicklung nach der Wechselwirkung nicht
moglich. Die Abédnderung der Stérungsrechnung
wird dadurch erreicht, dal wir die Storungsterme
zusdtzlich nach ihrer Abhingigkeit von der im all-
gemeinen nicht als klein anzunehmenden Dichte un-
terscheiden. Zu diesem Zweck entkoppeln wir die
Hierarchie durch die Entwicklung

Fom S R, (3)
.7=0
Die F4) werden aus der Gleichung bestimmt
0= [H,®, F,(0] + [V, F,@D] +n
SS+P1 Waaa FEL Y] (4)

Die Abschirmung des Coulomb-Potentials erreicht
man durch Partialsummation iber ,¢“. Es folgt
dann die modifizierte Storungsreihe

Fo= 3 F() 5)
=0

5 B. A. Trusnikow u. V. F. Eresin, Sh. exp. teor. UdSSR 47,
1279 [1964].

* Der Spin-Faktor in der entsprechenden Formel in ! ist
nicht richtig.
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mit den abgeschirmten Koeffizienten

F,O _F 00,
FO— S F@O4F,@o,
q=0
FO= 3 F@b, I>1.
q=0
Aus obiger Gleichung ist zu entnehmen, daB F?*1:® um eine Ordnung héher in der mittleren Dichte als
F,@ Y ist und im allgemeinen zu beriicksichtigen ist, im Unterschied zur Hochtemperaturniherung.
Im folgenden soll der Koeffizient F;*) bestimmt werden. Mit der Bezeichnung [H,; F,] = R,* F, erhilt
man fir ¢=0

F L FOD = — 2 {[V,, F99] +0Sp [V, 40 FU).
s s+1

In der Impulsdarstellung gilt

('-'oiki‘*'%li--'lFs(10)+Fs(m)""Oi’ki— %li...> = — ”1;‘
noiLj
T |V WO .- EO—— N, Y © )P, W
(ke 3)-Ei(le- 3)

“[1—n(k;— %) —n(kj— )] —n(k;+ i) n(kj— %lj)'[l—n(kj-k%lj) —n(ki—%lj)]} . (6)

Insbesondere gilt fir s=2

(01) 10) 1 76(!1+l2) -

(| Fo®) 4 Fp(0 |y = — ) E, (k+—;) _E, (k— %) AV (L) 8,00 Osgoy —V (K1 —K3) 05,05 Ouzoy}
‘ [n(kl_%ll) n(k:ﬁ_%ll) ﬁ(kl—}—%ll) ﬁ(k2_%ll) ""“‘1‘*’“1) n(kg—%ll) ﬁ(kl—%h) ﬁ(kz-i—%h)]
1 e

mit a2=1-n(k) und V(l1)=2?"l~§. (7)
"y

Benutzt man den Ausdruck (7) zur Berechnung thermodynamischer Funktionen, so fithrt der direkte Term
auf Coulomb-Divergenzen. (7) muB also abgeschirmt werden. In den weiteren Rechnungen mit ¢ > 1
sind also nur die direkten Terme zu beriicksichtigen. Die entsprechenden Beitrdge ergeben sich aus der
Rekursionsformel

1 =
F oty F @0 - R. n S_Pl[Vs,s+1, F.(9q+11'1) +F§q-+'—01)] . (8)
s s

Wir geben noch den néchsten Schritt fiir s=2, g=1 in der Impulsdarstellung an

1 1
(o FOD 4ROy = 5 (2j+1) 8 +1) V2() dky @

k2/m) 1y (ky — ky)
_exp[ = B(R¥/m)ly (b, — k)] —1
(h2/m) 1, (ky — k) [n(ks—31) —n(ky+31)]

“n(k,— §1) n(ky+31) a(k, + 31 a(k,—§1,).

Mit (8) konnen alle weiteren Beitriige zu F,(!) angegeben werden.

Im weiteren beschrianken wir uns auf die Berechnung der Grofle

Fz(h L= % _f dk, dky(k,+ $1,, 0y, ks + %lzozlf2(1)|k2— 3,05, k,— il 01,> s (9)

0102
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die alle zur Berechnung thermodynamischer Funktionen wichtige Informationen enthdlt. Zur ibersicht-
lichen Darstellung der Terme der Partialsumme fiihren wir analog BaLescu ¢ die Funktion

II(l,7) = | dk exp[ — (R¥/m) t L' k]n(k—%1) a(k +41) (10)
ein. Dann gilt fir ¢=0 und ¢=1
Fo00 (1, 1) + F,00 (L 1) = — —(%]: ) V() 5(ll+l2)f I, p—7) II(l;7) dt (11)
+ (Austausdlterme)
; 3
und F2(27 0 (ll l2) + F2(11) (ll l2) = _(2-]3;_& V2 (ll) 6 (ll + 12)
P s (12)
-Of dr, of dey (L, f—7) (L vo—7y) I (I 7y).
Fiir beliebiges g ist
+
Fo0 4 Fyoo - BIEDT yay payesa vy
(13)
'Of dtq”...of dey I(L B—vg01)ee I 1g01—%g) o JT (U %y)
Damit kann die Partialsummation in bekannter Weise ausgefiihrt werden 7.
Fir die vollstindige Verteilungsfunktion erhélt man dann
Foltty = 2L o) ot mt - SV ndle 1) nlle— 41) dle 31 +1)
(2j+1)
) {i = I3 (lv) V(1) (14)
B =" 14+ (2j+1) V() II(l¥)

+ | dk; dk; V (ki —k;) n(k;+31) n(k; —31) a(ki—31) 7 (k;+ 1)

mit der Polarisationsfunktion

II(lv)

= fﬂexp[—i2nv(1/ﬂ)]ﬂ(lr) dr = [ dk
0

n(k+1) —n(k)
iof1—E(k+1) +E(k) -

Dieses Resultat wurde zuerst von Fusito, Hirora 2 angegeben und gestattet eine Berechnung der mittleren

Energie bis e.
2. Der Grenzfall ni3<K1

In diesem Grenzfall unterscheiden wir die Na-
herungen der statischen und dynamischen Approxi-
mation. In beiden Fallen wird in Fy n(k) ersetzt

durch

n i3 h2 k2
n(k):—(zj_i_l) exp(— 2m>’
R
T V2amkT "

Bei sehr hohen Temperaturen liefert der Term » =0
den entscheidenden Beitrag zur Verteilungsfunktion.

6 P. Barescu, Statistical Mechanics of Charges Particles, In-
terscience Publishers of John Wiley & Sons, London 1963.
7 E. W. Mo~trorL u. J. C. Warp, Phys. Fluids 1, 55 [1958].

Diese Naherung wird als statische Approximation
bezeichnet. Um die Verteilungsfunktionen zu bestim-
men, muBl I1(l,0) berechnet werden. Die Berech-
nung fiihrt auf Integrale, die in ! bestimmt wurden.
Es folgt als Resultat

(27)3np ( . _4_)
11(10) = 2j+1 Fi|1,3/2, — 2P (15)
und damit der Ringanteil
FRing—= — (27)36(1, +1,)
4 7 e? 212
Tlé-— lFl2 (1’ 3/29 - __4‘1_

(16)

’ 2 25712*
1+71?1F1(1,3/2’— 4 )
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Im klassischen Grenzfall A— 0 — 41— 0 folgt die das Zweikorperproblem in der Naherung e® nicht
Debye-Verteilung. exakt quantenmechanisch behandelt. Um die exakten

Die statische Approximation liefert den klassi- quantenmechanischen Korrekturen zur Ordnung e?
schen Grenzfall, aber die quantenmechanischen Kor- zu erhalten, darf II(,») in (14) nur im Nenner
rekturen konnen nicht korrekt sein. Das liegt in der  durch die statische Polarisationsfunktion ersetzt wer-

Beschrinkung auf den Anteil »=0. Dadurch wird den.

Wir schreiben F,Ri"8 in der Form
F2Ring (2,52)1 4 (l1'+ l2) [
n*f (2j+1)

I1%(00) V(1) i § ) IEA»nvay
1+ (2j+1) I1(00) V(1) v=—o 1+ (2j+1) II(l») V(1)
_ 112(00) V (1) ]
14+ (2j+1) II1(00) V(1)
Da nun [2 II2(1v) —II(00)] ¥ (I) nicht zu Cou- lomb-Divergenzen bei der Berechnung von E fiihrt,
konnen die Nenner in der Summe entwickelt werden und es folgt bis auf hohere Ordnungen in n 43
(27)8 112(00) V (1)
- (2j+1)n2p"s("+l2)'{1+(2j+i)11(00) 40)
Die Summe kann mit den vorhergehenden Beziehun- gen leicht auf den Term F©V (I, l,) zuriickgefiihrt
werden. F(U (I, 1,) wird in ! berechnet. Damit er- halten wir in Ubereinstimmung mit !
FyRing — (27)38(1y+ 1) f e [ll%’;—i, n ‘Z—’;( ( 3y, — ﬁ) 1 )] +0(n ).
Spezielle Hochtemperaturrechnungen wie in ! filhren also nicht, wie in der Literatur oft behauptet wird,
auf die statische Approximation.

Ring __
F2 g —

+V Q) [ II2(1y) —112(00)]} .

3. Das entartete Elektronengas n 13 > 1

Die Polarisationsfunktion wird berechnet, indem fiir n(k) die Fermi-Verteilung gesetzt wird. Sie ist
fir den Grundzustand gut bekannt 8; wir geben hier noch die ersten Temperaturkorrekturen an, wobei
die Integrale iiber die Fermi-Verteilung ausgewertet werden nach ®

=) u , d
[i(e) nie) de= | f(e) de+ 2k f () | =2 4.
0 0 0 €+1
Die Rechnung ergibt mit den Variablen
2a6 'm l s
u= Wkp ;= T h kp = Fermi-Impuls.
_ 2akpm 2 1,2 (Héiy)?"‘f
H(y7u)— hgy [% (u +1_4y ) ln %y)2+u2
+y(l—uarctang [ — (1_%?/2)‘) ( —
.lﬂiiy_)itlfi ;( >3< 1+y o 1-y )]
—3y)2+ut 6\ & 2+ (1+43y)2 WP+ (1-4y)2))

Fir den Grundzustand T=0 folgt bei analytischer Fortsetzung auf die reelle Achse u— iu die von Linp-
HARDT !0 angegebene Polarisationsfunktion.
Betrachtet man den Fall y < 1, so folgt
4 nm kp 1 n? (k T>2 1
i =—|1- — =il — ) s |,
(yu) = 32 [1 u arctan " 6 wi1)?
Im Grundzustand ist dies die bekannte Brueckner-Funkion.

Herrn Prof. Dr. G. KeLse und Herrn Dr. W. EseLine danken wir fiir fordernde Diskussionen.

8 D. Pixes, Many Body Problem, Benjamin, New York 1962.  1° J.Linouarp, Kgl. Danske Math.-fys. Medd. 28, No. 8 [1954].
9 L. D. Lanoavu u. E. M. Lirscrirz, Statische Mechanik, Berlin
1966.



